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� PROBLEMA 1

In un piano è assegnata la parabola p di vertice V e fuoco F tali che, rispetto a una assegnata unità di lun-

ghezza, il segmento VF sia lungo �
1

2
� . Indicato con E il punto simmetrico di F rispetto a V e riferito il piano

a un conveniente sistema di assi cartesiani (Oxy):
a) determinare l’equazione della parabola p e stabilire se esiste un punto A di p tale che il triangolo AEF

sia rettangolo in A;
b) chiamato P un generico punto della parabola p, trovare le coordinate del baricentro G del triangolo PEF

e determinare l’equazione del luogo geometrico k descritto dal punto G al variare di P su p;
c) indicati con R ed S due punti appartenenti il primo alla parabola p e il secondo al luogo k e situati nel

1° quadrante su una retta r perpendicolare all’asse di simmetria della parabola p, calcolare a quale di-
stanza da V bisogna condurre la retta r affinché l’area della regione finita di piano delimitata dal seg-

mento RS, dall’arco VR della parabola p e dall’arco VS del luogo k sia uguale a �
8

9
� (3��3�);

d) stabilire se la distanza trovata sopra è espressa da un numero razionale o irrazionale.

� PROBLEMA 2

Si considerino le successioni di termini generali an, bn e cn tali che:

an ��
n

i, k�1

ik, bn ��
n

j�1

j 2, cn ��
n

0

ik.

a) Dimostrare che risulta:

an � �
1

4
� n 2(n�1)2, bn � �

1

6
� n (n�1)(2n�1), cn ��

2

1

4
� n (n�1)(n�2)(3n�1).

b) Calcolare il più grande valore di n per cui an non supera 100 000.
c) Definire per ricorsione la successione di termine generale cn.
d) Utilizzare la precedente definizione per scrivere un algoritmo che fornisca i primi 20 numeri di quella

successione e li comunichi sotto forma di matrice di 5 righe e 4 colonne.

i, k�1
(k�i )

Il candidato risolva uno dei due problemi e 5 dei 10 quesiti in cui si articola il questionario.
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� PROBLEMA 1

a) Posto il vertice V della parabola p nell’origine del sistema cartesiano e il fuoco F sul semiasse positivo

delle y, le coordinate di tali punti sono: V (0; 0) e F �0; �
1

2
��. Perciò la parabola p ha equazione del tipo

y� �
4

1

f
� x 2, dove f è l’ordinata del fuoco, e ha espressione y� �

1

2
� x 2. Nella figura 1 è riportato il suo

grafico.

Indicato con E il punto simmetrico di F rispetto a V, esso ha coordinate E�0;� �
1

2
��. Preso un generico

punto A appartenente alla parabola, di coordinate A�x; �
1

2
� x 2�, affinché il triangolo AEF sia rettangolo in

A è necessario che i punti E, F ed A appartengano a una semicirconferenza di diametro EF e centro V,
ossia si abbia FV � VA � VE. Essendo:

V�A� 2 �x 2 � �
1

4
� x 4

otteniamo:

V�A� 2 �V�F� 2 � x 2 � �
1

4
� x 4 � �

1

4
� � x 4 �4x 2 �1�0.

L’equazione biquadratica ha come soluzioni x�����5�� �� 2�.
Pertanto esistono due punti della parabola, di coordinate

A1����5�� �� 2�; �
�5�

2

�2
�� e A2�����5�� �� 2�; �

�5�
2

�2
��

per cui i triangoli A1EF e A2EF sono retti in A1 e A2.

SOLUZIONE DELLA PROVA D’ESAME
CORSO SPERIMENTALE P.N.I. • 2004
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Sostituendo, la superficie A diventa:

A� �
1

2
� ��4�

3

2�
�h�h� ��

4

3

�
�

2�
3�

�h�h����
2�

3

2�
� �1��

�
1

3�
��h�h�.

Si ponga per ipotesi tale area uguale a �
8

9
� (3��3�):

�
2�

3

2�
��1��

�
1

3�
��h�h� ��

8

9
� (3��3�) � �

2�
3

2�
�����

3� �

3�
1

��h�h� ��
8

9
� �3�(�3� �1) �

� h�h� ��
�

4

2�
� � h�

3
2
� �2�

3
2
� � h�2.

La retta r ha equazione y�2 e ha distanza dal vertice V, coincidente con l’origine del sistema cartesia-
no, pari a 2.

d) La distanza trovata h�2 è espressa da un numero razionale.

� PROBLEMA 2

a) Si dimostrano le relazioni attraverso il principio di induzione matematica. 

a1) Si deve dimostrare che �
n

i, k�1
ik� �

1

4
� n 2(n�1)2.

Per n � 1, a1 � 1 � 1 � 1 e �
1

4
� 12(1 � 1)2 � 1, pertanto la relazione precedente è vera; ora, posto

an � �
1

4
� n 2(n � 1)2, bisogna dimostrare che an�1 � �

1

4
� (n�1)2 (n�2)2.

Consideriamo i primi termini della successione an:

a1�1 �1

a2 �a1 �1 �2�2 �1�2 �2�a1 �2(1 �2)�2 �2

a3 �a2 �1 �3�3 �1�2 �3�3 �2�3 �3�a2 �2(1 �3�2 �3)�3 �3

…

Possiamo dedurre che in generale:

an�1�an�2[1(n�1)�2(n�1)�3(n�1)�…�n (n�1)]� (n�1)(n�1)�

an�1 � �
1

4
� n 2(n�1)2 �2(n�1)(1�2�…�n)� (n�1)(n�1).

Essendo 1�2�…�n��
n (n

2

�1)
� si ottiene:

an�1 � �
1

4
� n 2(n�1)2 � (n�1)2 n� (n�1)2 �

an�1 � (n�1)2��
1

4
� n 2 �n�1�� (n�1)2�

n 2 �4

4

n�4
��

an�1 � �
1

4
� (n�1)2 (n�2)2

come volevasi dimostrare.
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Pertanto è dimostrata la relazione: �
n

i, k�1
ik� �

1

4
� n 2(n�1)2.

a2) Si deve dimostrare che �
n

j �1
j 2 � �

1

6
� n (n�1)(2n�1).

Per n � 1, b1 � 12 � 1 e �
1

6
� (1 � 1)(2 � 1) � 1, perciò la precedente relazione è vera; ora, posto

bn � �
1

6
� n (n�1)(2n�1), è necessario dimostrare che bn�1 � �

1

6
� (n�1)(n�2)[2(n�1)�1].

Consideriamo i primi termini della successione bn :

b1 �1

b2 �1�4�b1 �22

b3 �1�4�9�b2 �32

…

In generale, deduciamo che:

bn�1 �bn � (n�1)2 � �
1

6
� n (n�1)(2n�1)� (n�1)2 � �

1

6
� (n�1)(2n 2 �n�6n�6)�

bn�1 ��
1

6
� (n�1)(2n 2�3n�4n�6)��

1

6
� (n�1)[n (2n�3)�2(2n�3)]�

bn�1 � �
1

6
� (n�1)(n�2)(2n�3)��

1

6
� (n�1)(n�2)[2(n�1)�1]

come volevasi dimostrare.

Pertanto è dimostrata la relazione: �
n

j �1
j 2 � �

1

6
� n (n�1)(2n�1).

a3) Dobbiamo dimostrare che �
n

0

ik��
2

1

4
� n (n�1)(n�2)(3n�1).

Per n�1, c1 �1 �1�1 e �
2

1

4
� 1 �2 �3 �4�1, pertanto la relazione sopra è vera; ora, posto

cn ��
2

1

4
� n (n�1)(n�2)(3n�1),

bisogna dimostrare che cn�1 ��
2

1

4
� (n�1)(n�2)(n�3)(3n�4).

Consideriamo i primi termini della successione cn :

c1 �1 �1�1

c2 �1 �1�1 �2�2 �2�c1 �2(1�2)

c3 �1 �1�1 �2�2 �2�1 �3�2 �3�3 �3�c2 �3(1�2�3)

…

In generale, deduciamo che:

cn�1�cn� (n�1)[1�2�…�n� (n�1)]�cn� (n�1)�
(n�1)

2

(n�2)
��cn��

1

2
� (n�1)2(n�2).

i, k�1
(k�i )
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(n�1)

2

(n�2)
��cn��

1

2
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i, k�1
(k�i )
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Sostituendo cn ��
2

1

4
� n (n�1)(n�2)(3n�1), risulta:

cn�1 ��
2

1

4
� n (n�1)(n�2)(3n�1)� �

1

2
� (n�1)2(n�2)��

2

1

4
� (n�1)(n�2)(3n 2 �n�12n�12),

per la scomposizione dei polinomi, 3n 2 �13n�12� (n�3)(3n�4),

cn�1 ��
2

1

4
� (n�1)(n�2)(n�3)(3n�4),

come si voleva dimostrare.

Pertanto è dimostrata la relazione: �
n

0

ik��
2

1

4
� n (n�1)(n�2)(3n�1).

b) Essendo an � �
1

4
� n 2(n�1)2, si ponga �

1

4
� n 2(n�1)2 �100 000. Si risolve la disequazione in N:

�
1

4
� n 2(n�1)2 �100 000 � n (n�1)��40�0�00�0� � n 2 �n�200�10��0 �

� 1�n� .

Poiché � 24,6, il massimo valore di n per cui an non supera 100 000 è n�24.

c) Considerata la successione cn ��
n

0

ik��
2

1

4
� n (n�1)(n�2)(3n�1), nel punto a3) del problema si era

trovato che c1 �1 e cn�1 �cn � �
1

2
� (n�1)2(n�2); pertanto la definizione per ricorsione della successio-

ne è:

� .

d) Utilizziamo l’ambiente Excel. 
Aperto un foglio di lavoro, si opera secondo i seguenti passaggi:
• si raccolgono nelle prime 20 righe della prima colonna (colonna A) i valori dell’indice n che vanno

dall’1 al 20; per questo nella cella A1 si scrive 1, nella cella A2 si scrive �A1�1 e la si copia fino ad
A20;

• nella colonna B si calcolano i primi 20 valori della successione cn ; perciò si immette nella cella B1 il
valore di c1, cioè 1, nella cella B2 si scrive �B1� (A1�1)^2*(A1�2)/2 e si copia dalla cella B3
alla B20;

• i valori trovati di cn, posti nelle prime 20 righe della colonna B, si ridispongono in una matrice 5�4
collocata dalla cella D1 alla cella G5; pertanto in D1 si scrive �B1 e si copia fino alla cella D5; in E1
si scrive �B6 e si copia fino alla cella E5; in F1 si scrive �B11 e si copia fino alla cella F5; in G1 si
scrive �B16 e si copia fino alla cella G5.

c1 �1

cn�1 �cn � �
1

2
� (n�1)2(n�2)

i, k�1
(k�i )

�1��1��� 8�00���10��
���

2

�1��1��� 8�00���10��
���

2

i, k�1
(k�i )
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c1 �1

cn�1 �cn � �
1

2
� (n�1)2(n�2)

i, k�1
(k�i )

�1��1��� 8�00���10��
���

2

�1��1��� 8�00���10��
���

2

i, k�1
(k�i )
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La matrice ottenuta ha i valori dei primi 20 termini della successione cn posti in colonna ossia così collo-
cati:

� �.

� QUESTIONARIO

Nella figura 3 è rappresentato un ottaedro regolare ABCDEF di
lato l.
Si prendano le due facce consecutive BCF e BCE e si sezioni per-
pendicolarmente il diedro da esse formato con un piano passante
per il vertice E. Tale piano intercetta il triangolo rettangolo EOH,
dove O è il piede della perpendicolare da E al piano ABCD e H è
il punto medio dello spigolo BC del diedro. Indicato con � l’an-
golo OĤE, l’ampiezza del diedro è 2�. Per il teorema dei triangoli

rettangoli vale cos���
O�
E�H�

H�
�.

Poiché il segmento OH è pari a metà del lato del quadrato ABCD, vale: O�H� � �
2

l
� . Inoltre EH è l’altezza del

triangolo equilatero BCE, per cui E�H� ��
�

2

3�
� l. Risulta allora: cos���

O�
E�H�

H�
�� ��

�
3

3�
� .

Essendo cos 2��2 cos2 ��1, ricaviamo:

cos 2��2 � �
1

3
� �1�� �

1

3
�

2��arccos�� �
1

3
��� 109,4712° � 109°28�16�.

Nella figura 4 sono rappresentati due piani � e �
perpendicolari tra loro. Sia r la loro intersezione.
Preso un punto P appartenente a �, si mandi la retta
s, perpendicolare al piano �. Si vuole dimostrare che
tale retta appartiene al piano �. Infatti, se non giaces-
se su �, mandando da P su � la perpendicolare alla
retta r, essa risulterebbe perpendicolare al piano � e
allora dal punto P si potrebbero condurre due rette
perpendicolari allo stesso piano � e ciò è assurdo.
Considerato il punto Q esterno al piano �, si tracci
da esso la retta t perpendicolare al piano �. Si vuole
dimostrare che tale retta è parallela a �. Si consideri-
no le rette s e t: esse sono perpendicolari allo stesso
piano �, pertanto, per un noto teorema, sono tra 

2

�
2

l
�

�

�
�

2

3�
� l

1

c1 c69 c11 c16

c2 c79 c12 c17

c3 c89 c13 c18

c4 c99 c14 c19

c5 c10 c15 c20

O
�

A

E

CD

B

F

�

H

�

� Figura 3.

� Figura 4.
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