ESAME DI STATO DI LICEO SCIENTIFICO
CORSO SPERIMENTALE P.N.l. - 2004

Sessione straordinaria

Bl PROBLEMA 2

Si considerino le successioni di termini generali a,, b, e ¢, tali che:

n n n
— : — 2 — '
an—z iR, b,,—Z] , C”_Z ik,
i =1 =1 =1
(k=1)

a) Dimostrare che risulta:

1 1 1

an=7 n*(n+17? b,= 3 nn+DQ2n+1), ¢,= e n(n+Dn+2)GBn+ 1.

b) Calcolare il piti grande valore di 7 per cui @, non supera 100 000.

©) Definire per ricorsione la successione di termine generale c,,.

d) Utilizzare la precedente definizione per scrivere un algoritmo che fornisca i primi 20 numeri di quella
successione e li comunichi sotto forma di matrice di 5 righe e 4 colonne.

www.zanichelli.it 1 © Copyright Zanichelli editore spa



SOLUZIONE DELLA PROVA D'ESAME
CORSO SPERIMENTALE P.N.l. - 2004

Bl PROBLEMA 2

a) Si dimostrano le relazioni attraverso il principio di induzione matematica.
"

1
al) Si deve dimostrare che Z ik= " n*(n+ 1)>~
i =1

Per n=1, ay=1-1=1¢ %12(1 + 1)’ =1, pertanto la relazione precedente & vera; ora, posto
a,= % n*(n+ 1), bisogna dimostrare che a,, = %(n +1?(n+2)7>%
Consideriamo i primi termini della successione a,;
a=1-1
G=a+1-24+2-1+2-2=a,+2(1-2)+2-2
a=ay+1-3+3:-1+2:3+3:2+3:3=0,+2(1-3+2-3)+3-3

Possiamo dedurre che in generale:

dpi1=d, T 2[ln+D+2n+D+3n+D+ ... +nn+DI+n+Dn+1=
Z%nz(n+1)2+2(n+1)(1+2+ o+t D+ D.

nn+1)
Essendo1+2+...+n= f si ottiene:

1
Ay Zznz(n+ D2+n+1)?n+(n+1)=

n*+4n+4

_ AL )= )
(n+1)<4n+n-|-1 (n+1 4

=%(n+ D*(n+ 2)?

come volevasi dimostrare.

& 1
Pertanto & dimostrata la relazione: Z ik= vy n(n+ 1>
i =1
“ 1
a2) Si deve dimostrare che Z = " nn+1DQ2n+1).
=1

J
Per n=1, hy=1>=1¢ Z(l + D2+ 1) =1, percid la precedente relazione ¢ vera; ora, posto

1 1
b,= v n(n+1)Q2n+ 1), & necessario dimostrare che b, = Z(n +D(n+ 2R+ 1)+ 1]

Consideriamo i primi termini della successione b,,:
b =1
by=1+4=b +2°
by=1+t4+9=b+3
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In generale, deduciamo che:
1 1
by =b,+(n+1)7 :Zn(nJr DRu+ 1D+ (n+1)7 =Z(n+ DQ2n*+n+6mn+06)=

=%(n+ 1)(2n2+5n+4n+6)=%(n+ Dn@n+3)+2Q2n+3) =

= %(n-i— Dn+2)R2n+3)= %(n +D(n+2)Rn+1)+1]

come volevasi dimostrare.

& 1
Pertanto ¢ dimostrata la relazione: Z jr= o nn+ DQ2n+1).
j=1

" 1
a3) Dobbiamo dimostrare che Z ik= Z nn+Dn+2)Bn+1).
i k=1
(k=i)

1
Pern=1,¢=1-1=1e Zl +2+3+4=1, pertanto la relazione sopra ¢ vera; ora, posto

= % nn+Dn+2)Bn+ 1),

1
bisogna dimostrare che ¢, = Z(n +D(n+2)(n+3)Bn+ 4.

Consideriamo i primi termini della successione c¢,,:
a=1-1=1
6G=11+1-2+2-2=¢+2(1+2)
G=11+12+2-2+1-3+2:34+3-3=+3(1+2+3)

In generale, deduciamo che:

(n+D(n+2) _

1
Cpr=Ctm+DI+2+ .. +n+n+Dl=c,+(n+1) cn-l-?(n-l-l)z(n—i—Z).

1
Sostituendo ¢, = % n(n+ D(n+2)3n+ 1), risulta:

1 1 1
G = nn+Dn+2)Bn+1 -I-?(n%— DA(n+2) =2—4(n-l- D(n+2)3n*+ n+12n+12),

per la scomposizione dei polinomi, 37%+ 1317+ 12 = (n+ 3)(3n + 4),
1
Cpt1= Z(n + 1)(” + 2)(” + 3)(371 + 4),

come si voleva dimostrare.

n
1
Pertanto & dimostrata la relazione: Z ik= Z nn+1Dn+2)Bn+1).

i k=1
(k=1i)
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1 1
b) Essendo a,,= " n*(n+ 1)?% si ponga " n*(n+ 1)*=<100000. Si risolve la disequazione in N:
1
znz(n—i— 1?°<100000 — n(n+1)=<="V400000 - n*+n-200V10=<0 —

~ —1+V1+800V10

- l=n=
2
-1+ V1+800V1
Poiché > 0OVI0 24,6, il massimo valore di 7 per cui @, non supera 100000 ¢ 7= 24.

n 1
¢) Considerata la successione ¢,, = Z ik= —4 n(n+ D(n+2)3n+ 1), nel punto a3) del problema si era
i k=1

(k=1)

1
trovato che ¢;=1e ¢,.;=¢,+ 7(71 + DA(n+ 2); pertanto la definizione per ricorsione della successio-
ne ¢:

C1:1

1 .
Cpi1=Cp+ 7(7@ + 1D (n+2)

d) Utilizziamo 'ambiente Excel.

Aperto un foglio di lavoro, si opera secondo i seguenti passaggi:

e si raccolgono nelle prime 20 righe della prima colonna (colonna A) i valori dell’indice 7 che vanno
dall’l al 20; per questo nella cella A1 si scrive 1, nella cella A2 si scrive = A1 + 1 e la si copia fino ad
A20;

e nella colonna B si calcolano i primi 20 valori della successione ¢,,; percio si immette nella cella B1 il
valore di ¢, cioe 1, nella cella B2 si scrive =B1 + (Al + 1)?2*(Al + 2)/2 e si copia dalla cella B3
alla B20;

e ivalori trovati di ¢,, posti nelle prime 20 righe della colonna B, si ridispongono in una matrice 5 X 4
collocata dalla cella D1 alla cella G5; pertanto in D1 si scrive = B1 e si copia fino alla cella D5; in E1
si scrive =B6 e si copia fino alla cella E5; in F1 si scrive =B11 e si copia fino alla cella F5; in G1 si
scrive =B16 e si copia fino alla cella G5.

La matrice ottenuta ha i valori dei primi 20 termini della successione ¢, posti in colonna ossia cosi collo-
cati:
a G a1 Ge
Q@ G 2 Gy
G G 3 G
G & Qi Qo
G Go G5 O

V Figura 3.
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