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Il candidato risolva uno dei due problemi e 5 dei 10 quesiti in cui si articola il questionario.

� PROBLEMA 1

Considerato un triangolo ABC, acutangolo e isoscele sulla base BC, si chiami D il piede della sua altezza
condotta per C e si costruisca, dalla stessa parte di A rispetto a BC, il punto E in modo che il triangolo
ECD sia simile ad ABC.
a) Dimostrare che:

1) EC è perpendicolare a CB;
2) i triangoli EFC e AFD – dove F è il punto comune ai segmenti ED e AC – sono simili e, di conse-

guenza, anche i triangoli EFA e CFD sono simili e gli angoli AÊF e FĈD sono congruenti;
3) EA è parallela a CB;
4) il quadrilatero AECD è inscrivibile in una circonferenza.

b) Ammesso che le misure di BC e CD, rispetto a un’assegnata unità di misura, siano 6 e �
2

5

4
�, dopo aver

riferito il piano della figura a un conveniente sistema di assi cartesiani, determinare:
1) le coordinate dei punti A, B, C, D, E;
2) l’equazione della circonferenza circoscritta al quadrilatero AECD.

� PROBLEMA 2

Nel piano, riferito a un sistema di assi cartesiani ortogonali (Oxy), sono assegnate le curve di equazione:
[1] y�x 4 �ax 3 �bx 2 �c .
a) Dimostrare che, nel punto in cui secano l’asse y, hanno tangente parallela all’asse x.
b) Trovare quale relazione deve sussistere fra i coefficienti a, b affinché la curva [1] volga la concavità ver-

so le y positive in tutto il suo dominio.
c) Determinare i coefficienti a, b, c in modo che la corrispondente curva [1] abbia, nel punto in cui seca

l’asse y, un flesso e la relativa tangente inflessionale la sechi ulteriormente nel punto di coordinate (2; 2).
d) Indicata con K la curva trovata, stabilire com’è situata rispetto all’asse x, fornendo una esauriente spie-

gazione della risposta.
e) Dopo aver verificato che la curva K presenta un secondo flesso, calcolare l’area della regione finita di

piano delimitata da K e dalle due tangenti inflessionali.
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� QUESTIONARIO

Si considerino un tronco di piramide quadrangolare regolare, la cui base maggiore abbia area quadrupla
della minore, e un piano � equidistante dalle basi del tronco. Dire se i dati sono sufficienti per calcolare il
rapporto fra i volumi dei due tronchi in cui il tronco dato è diviso dal piano �.

Sia ABC un qualsiasi triangolo. Sui suoi lati ed esternamente a esso si costruiscano i tre quadrati ABDE,
BCFG e CAHL. Dimostrare, con il metodo preferito, che i triangoli AHE, BDG e CFL sono equivalenti al
triangolo ABC.

Luca e Claudia devono calcolare il valore di una certa espressione contenente logaritmi. Trovano come ri-
sultati rispettivamente: log227� log212 e 2� log281.
Ammesso che il risultato ottenuto da Luca sia esatto, si può concludere che quello ottenuto da Claudia è
sbagliato? Fornire una risposta esaurientemente motivata.

Dimostrare che ogni funzione del tipo y�a sen2x�b senx cos x�c cos2x, dove a, b, c sono numeri reali
non contemporaneamente nulli, ha di regola per grafico una sinusoide. C’è qualche eccezione?

Determinare il più grande valore dell’intero n per cui l’espressione �
n

k�0
3k non supera 10 000.

Dimostrare che il limite di cosx, per x tendente a 0, è 1, esplicitando ciò che si ammette.

Determinare il dominio di derivabilità della funzione f (x)�x2 �1

Sia f (x) una funzione continua per ogni x reale tale che �2

0
f (x)dx�4. Dei seguenti integrali:

�1

0
f (2x)dx e �1

0
f ��

x

2
��dx

se ne può calcolare uno solo in base alle informazioni fornite. Dire quale e spiegarne la ragione.

Dimostrare la seguente formula: 

� ��� ��� �,

dove n, k sono numeri naturali tali che 0�k �n. Essa spiega una delle regole sulle quali è basata la co-
struzione del «triangolo di Tartaglia» (da Niccolò Fontana, detto Tartaglia, 1505 ca. - 1557): enunciarla.

Calcolare quante sono le possibili «cinquine» che si possono estrarre da un’urna contenente i numeri na-
turali da 1 a 90, ognuna delle quali comprenda però i tre numeri 1, 2 e 3.

Durata massima della prova: 6 ore.
È consentito soltanto l’uso di calcolatrici non programmabili.
Non è consentito lasciare l’Istituto prima che siano trascorse 3 ore dalla dettatura del tema.
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� PROBLEMA 1

a1. Considerato il triangolo acutangolo isoscele ABC (figura 1), con CD al-
tezza condotta per C, si costruisce il triangolo isoscele ECD di base CD,
simile al triangolo ABC. Pertanto i triangoli ABC e ECD hanno gli angoli
ordinatamente congruenti.
Nel triangolo rettangolo BCD l’angolo DB̂C è complementare a BĈD.
Poiché l’angolo DĈE è congruente a DB̂C per costruzione, risulta che
DĈE è complementare a BĈD. Pertanto l’angolo BĈE è retto perché
somma di due angoli complementari ed EC è perpendicolare a CB.

a2. Considerati i triangoli EFC e AFD, essi hanno: AF̂D �EF̂C perché angoli opposti al vertice; DÂF �FÊC
per costruzione. I triangoli sono simili per il primo criterio di similitudine e quindi hanno i lati ordina-
tamente in proporzione. In particolare risulta: AF : DF�EF : CF. Ora, i triangoli EFA e CFD hanno due
lati ordinatamente proporzionali e gli angoli compresi AF̂E e DF̂C congruenti perché opposti al verti-
ce. Quindi, per il secondo criterio di similitudine i triangoli EFA e CFD sono simili e, in particolare,
AÊF e FĈD sono congruenti.

a3. I triangoli EFA e CFD sono simili per la dimostrazione precedente, quindi FÂE è congruente a FD̂C.
Ma FD̂C �BĈA per costruzione, pertanto, per la proprietà transitiva FÂE�BĈA. Considerati i segmenti
EA e CB, essi formano con la trasversale AC angoli alterni interni congruenti e quindi, per il teorema
inverso delle rette parallele, i segmenti EA e CB sono paralleli.

a4. Si osservino gli angoli del quadrilatero AECD. Poiché EA è parallelo a CB e BĈE è retto per dimostra-
zioni precedenti, l’angolo AÊC è anch’esso retto per il teorema delle rette parallele. L’angolo AD̂C del
quadrilatero, opposto a AÊC, è retto per costruzione, pertanto il quadrilatero AECD ha gli angoli oppo-
sti AÊC e AD̂C supplementari. Tenendo conto che la somma degli angoli interni di un quadrilatero è
pari a due angoli piatti, anche i restanti angoli interni e opposti DÂE e EĈD del quadrilatero sono sup-
plementari. Per il teorema inverso dei quadrilateri inscritti, il quadrilatero AECD è quindi inscrivibile in
una circonferenza.

b1. Si fissa un sistema cartesiano ortogonale centrato nel punto B
e tale che il lato BC sia sull’asse positivo delle ascisse (figura
2).

Per ipotesi B��C��� �6 e C��D��� ��
2

5

4
�, quindi le coordinate dei punti 

B e C sono: B (0; 0) e C (6; 0). Tracciata l’altezza DH del trian-
golo rettangolo BCD, si applica a esso il primo teorema di Eu-
clide per ricavare HC:

C�D�2 �B���C��� �H�C� → H�C� ��
C�
B���
D�
C���

2

� → H�C� � ��
9

2

6

5
�.

Pertanto l’ascissa del punto D vale: xD �B��H��� �B���C��� �H�C� → xD �6��
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Eleviamo al quadrato ambo i membri della seconda e della terza equazione:

A2 cos2 � � �
b

4

2

�

A2 sen2 � � c2

Sommiamo membro a membro e raccogliamo A2:

A2(sen2 � � cos2 �) � c 2 � �
b

4

2

� → A � ��c�2 �� �
b�4

2

�� .

Consideriamo ancora la seconda e terza equazione e dividiamo membro a membro:

� �
2

b

c
� con b � 0.

Pertanto la funzione di partenza, y � a sen2x � b senx cosx � c cos2x, è sinusoidale se a � � c, con a,

c � 0, b � 0 e ha forma y �A sen(�x��), con ampiezza A��c�2 ���
b�4

2

��, pulsazione ��2 e fase iniziale

��arctg �
2

b

c
�.

Se a��c�0, b�0, la funzione si riduce alla forma: y �ccos2x → y�c sen�2x� �
�

2
��, con A �c,

� � 2 e � � �
�

2
� quindi essa è ancora sinusoidale.

Si può allora concludere che per a e c diversi da zero e a��c, la funzione non è sinusoidale. Ugualmente,

• per b � c � 0 l’equazione si riduce a y � sen2x non sinusoidale;
• per a � b � 0 l’equazione si riduce a y � cos2x non sinusoidale.

L’espressione �
n

k�0
3k può essere scritta come 1 ��

n

k�1
3k. Il secondo addendo rappresenta la somma Sn dei pri-

mi n termini della progressione geometrica di ragione q � 3, con primo termine a1 � 3. Per il teorema sulla

somma parziale di una progressione geometrica, tale somma vale Sn � a1�
q

q

n

�

�

1

1
� e quindi si può scrivere:

�
n

k�0
3k � 1 ��

n

k�1
3k � 1 � 3�

3

3

n

�

�

1

1
�� 1 � �

3

2
� � 3n � �

3

2
� � �

3

2
� � 3n � �

1

2
� .

Affinché tale sommatoria non superi 10 000 deve valere:

�
3

2
� � 3n � �

1

2
� � 10 000 → 3n�1 � 20 001.

Passando ai logaritmi naturali otteniamo:

ln 3n�1 � ln 20 001

(n � 1) ln 3 � ln 20 001

n � 1 ��
ln 2

ln

0

3

001
�� 9,015

n � 9,015 � 1 → n � 8,015

Essendo n un numero naturale, si conclude che il valore cercato è n � 8.
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